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En utilisant la methode de continuite, I’existence d’une metrique d’Einstein- 
Kahler SW une varittt Kahlerienne compacte a ltre classe de Chern positive 
(C, > 0) est rameni: a la demonstration dune intgalitt prouvte dans le cadre de la 
bottle. Le resultat serait le suivant: il existe une mttrique d’EinsteinKlihler si 
C;l ( (m + 1)*“(2m)-“; m &ant la dimension complexe de la variite. Pour m = 1, 
comme I’inegalite est itablie, on trouve ici une nouvelle demonstration des resultats 
deja connus. 
I. INTRODUCTION 
Soit (V,,, g) une variett Kiihlerienne compacte de dimension complexe m. 
Nous notons w la premiere forme fondamentale qui a pour expression 
dans un systeme de coordonnees locales complexes adapte o = 
(i/27r) g,,dz’ A dzL’ et C,‘la lere classe de Chern, dont un representant est 
la forme de Ricci w = (i/27r)R,,- dza A dzi”, R,, &ant les composantes du 
tenseur de Ricci. Pour une exposition rapide sur les varietes Klhleriennes et 
sur le probleme qui nous interesse le lecteur pourra regarder auparavant le 
chapitre 7 de Aubin [ 11, pour une etude approfondie lire les livres de 
Kobayashi-Nomizu [ 61. 
Le problime geometrique qui motive cette etude est l’existence sur une 
variete Kiihlitrienne compacte dune metrique d’Einstein-Kahler, c’est-a-dire 
une metrique kahlerienne g’ pour laquelle w’ = ko’ avec k une certaine 
constante. Une condition necessaire d’existence (voir [ 1, p. 1431) est que C, 
soit definie negative (resp. nulle ou positive) ce qui correspond au cas oti k 
est negatif (resp. nul ou positif). Le cas k < 0 a et& resolu dans Aubin [2], le 
cas k = 0 est un cas particulier de la Conjecture de Calabi (voir [ 1, 
p. 143; 71). 
143 
0022-1236184 $3.00 
Copyright 0 1984 by Academic Press, Inc. 
All rights of reproduction in any form reserved. 
144 THIERRY AUBIN 
Reste a Ctudier le cas ou k > 0, celui-ci apparait tout de suite beaucoup 
plus difficile pour bien des raisons. Tout d’abord il existe des varietis 
klhleriennes compactes avec C, > 0 qui ne peuvent pas admettre de metrique 
d’Einstein-Klhler. 
D’autre part la methode de continuite semble inapplicable, la differentielle 
de l’equation &ant non inversible a priori. Nous verrons qu’il n’en est rien, 
car par l’equation a resoudre, on controle le tenseur de Ricci dans les 
metriques deformees, et par la meme la premiere valeur propre du laplacien 
A’. 
Si on guide son intuition en examinant le cas m = 1, on sait qu’on devra 
demontrer une inegalite d’un nouveau type. C’est ce dernier point qui 
m’arrete depuis des an&es. J’ai bien demontrt l’intgalite (4) dans le cadre de 
la boule de Cm avec des don&es de Dirichlet nulles au bord, mais il ne m’a 
pas ete pour le moment possible de transporter cette inegalite sur une variete 
klhlerienne compacte. Dans le cas reel ou le cas m = 1, une partition de 
l’unite permet d’etendre aux varietes le rtsultat demontre pour la boule. 
Si m > 1 l’utilisation d’une partition de l’unite detruit la propriite de 
plurisousharmonicite de la fonction et alors l’intgalite prouvee pour la boule 
ne peut plus etre utilisie. 
Sous l’hypothese que l’inegalite (4) est exacte, on obtient le resultat 
suivant: 
Lorsque C, > 0, il existe une metrique d’Einstein-Kahler si 
I jj”C, < (m + 1)2m(2m))“. (1) 
“V 
Dans le cas m = 1, la methode variationnelle a ite utilisee par Berger pour 
resoudre l’equation (13). La demonstration dormee ici est tout-a-fait 
differente, elle utilise la methode de continuiti et aboutit au meme resultat: 
l’tquation (13) admet une solution si la caracdristique d’Euler-Poincare 
x < 2. Ce resultat est optimal voir [ 1, p. 1221. 
II. MISE EN BQUATION DU PROBL~ME 
Nous supposons done que la variete kiihlerienne compacte a sa lere classe 
de Chern dtfinie positive. 11 existe ainsi 97 = (i/27r)cA,, dz’ A dz’ E C, avec 
cAiu definie positive que nous pouvons prendre comme mttrique kahlirienne. 
Puis nous pouvons resoudre la conjecture de Calabi en mettant ainsi en 
evidence une metrique klhlerinne g telle que w E C, et telle que v = SF. 
Considkons alors un changement de metrique kahlirienne gi,- = 
g,, + a,,~, avec v, une fonction C” admissible (i.e., g’ est definie positive). 
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Comme w et o appartiennent i la m&me classe de cohomologie il existe 
une fonction C”O: f, telle que R,, = g,, + a,& 
Nous avons alors Ri,- = R,, - a,, log(l g’ 11 gl- ‘). Notons M(p) = 
( g’l[ gl-l. Comme nous voulons que g’ soit une metrique d’Einstein (i.e., 
Z?;,= gi,) l’equation a resoudre est 
log M(yl) = -9 + J 
Pour fixer les idles le developpement de M(o) est 
(2) 
+ 
,.. I 1 Ytrp VP 
m! i *. - 
V3P .*+ v$p 
le dernier determinant &ant a m lignes et m colonnes. 
III. L'IN~GALIT~ FONDAMENTALE 
1. D@zitions de Z(p) et J(p) 
Posons W=d”,dl -M(~)l?=mI,a,[l-M(~)ldV oi r= 
im I g( dz, A dZ; A ..a A dz, A df,,, dans un systtme de coordonnees. 
Nous devons introduire aussi J(o) = j: I@) ds de telle sorte que si t --) o( 
est une application C’ d’un intervalle de R dans I’ensemble des fonctions C’ 
admissibles (r > 2), 
oi @I = (d/dt)q,. V&lions cette egalite. A un terme en l o(A k dd”q)Am-k w 
dans Z(q) correspond le terme (l/(k + 1)) 1 &jk dd”p)A”-k o dans Z(o) et 
la derivation de chacun des a, donne la m&me xpression. En effet si y est une 
(m- I)-(m- 1) f orme fermee, comme c’est le cas ici (24 = rp): 
j q dd”u A y = -j dp A d”u A y = -j d’y, A d”u A y 
=-- jd’ylAduAy=jduAd’y,Ay 
=- judd’ylAy=fudd”cpAy. 
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2. Prop&h de Z(q) et J(p) 
I(q) est.strictement positif si cp f const., l’orientation &ant choisie de telle 
sorte que 1 A” w > 0, verifions-le 
I(v) = 
(2n)” . 
i (m - l)! . r. d/l” w - A” w’) 
qui peut s’tcrire 
(2n)” “-;’ 
1(v) = (m _ 1)! _ ~ cp k;” (A” 0) A (0 - 0’) A (/rk- u’) ! 
(27++ m-1 
‘(‘)= (m - I)! J d’cp A d”u, A \‘ (/jk o) A (/jmmk-’ 0’) I’ k=O 
sur cette expression on voit que I(q) est strictement positif si v, f Cte. En 
particulier le premier terme (k = 0) est &gal a Jr, 1 V’cpl* dV’ le carri de la 
norme L, du gradient dans la metrique g’, et le dernier terme (f = m - 1) est 
egal i 2”-’ I,,, lVrp(* dV. 
D’apres la definition de J(q) nous avons egalement J(p) > 0 si q f Const. 
Un calcul montre que 
J(d < W G Cm + 1) J(d. (3) 
Soit un rep&e adapt6 pour lequel V,,I+I = 0 si i # ,u. Le terme en V, cp Vi v, 
dans l’integrant de Z(q) est a un coefficient pres. 
le dernier determinant &ant a m - 1 lignes, et celui de J(q) est 
appelons n, =Cu>l a,, n,= C1cV<Uavap etc., avec a, =V,,q en 
ecrivant que a, > -1 pour tout (u on trouve successivement: n, > -(m - I), 
n2 + (m - 2) JJ, + (m - l)(m - 2)/2 > 0, et pour k < m - 1 
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Pour Z(q) le crochet est egal a 1 + (l/2) n, + (l/3) n2 + * .* t 
(l/m)n,-r = S et celui de J(q) (l/2) + (1/3*2)nr f (1/4.3)n, + ... $ 
(I/m(m + 1) n,- 1 = T. On verifie que 
E m-2 =,n -3 
m(m- 1) +m(m- l)(m-2)+ “‘+ 
(m - 2)! 
m! 
E,+;=S 
car on etablit par recurrence que le coefficient de nrnek 
1 
u;=-+ 
1 ck-2 + . . . 
m(m - 1) k-’ t 
2 ... (k-2) 2 ... (k- 1) 
m m...(m-k+2) + m...(m-k+l) 
1 
= 
m-kt 1 
I’egalite est vraie lorsque k = 1 quelque soit m. On suppose l’egaliti 
demontree pour (k, m) avec k < m et il suffrt de montrer qu’elle est vraie 
pour (k + 1, m t 1). Pour cela on multiplie a: par k/(m t 1) et on veritie 
we 
1 k 1 
m+ 1 +(mt l)(m-k+ 1>= (m-k+ 1)‘ 
De mCme 
E 
T= (m +mY)m + 
=rn-2 3! E,-, 
(m+l)m(m-1) t(mt1)...(m-2)+“. 
+ (m-l)!E, + 1 
m+ I! mtl 
en effet le coefficient de rlrnmk est 
1 (mtl)m+ 2(k - 1) 3(k - l)(k - 2) 
(m+I)m(m-1)+(m+1)...(m-2)f”’ 
k! 
+(m+ 1)s.. (m-k+ 1) 
k k 1 1 1 
=U m -u??l+1= m-ktl-m-k+22(m-kt2)(m-kt1)’ 
On a (mi-1)T=S+E,~,/m(m-1)+4E,~,/m(m-1)(m-2)+~~~+ 
(m - 2)(m - 2)!E,/m! + (m - 1)/m. D ‘oti (m + 1)T > S et il est immidiat 
que T< S. 
580/57/Z-4 
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3. Hypothbe fondamentale 
Nous admettrons que pour toute variite klhlerienne compacte de 
dimension complexe m, il existe deux constantes C et < telles que pour tout 
reel k > 1, toute fonction 9, C” admissible, d’inttgrale nulle, verifie 
I 
e -krp dV< Cexp[{kmt’Z(9)] 
V 
(4) 
et que la meilleure constante c : &,, = inf < tel que C existe est dans le cas od 
nous sommes C, > 0, w E C, : 
5, = 2m”(m + 1)-2m-‘~;j-1 = mm(m - l)! 7tPm(m + 1))2m-‘. 
En utilisant (3), il decoule de (4) qu’il existe deux constantes c et q telle que 
pour ces fonctions 9, 
I e-‘dV< cexp[yJ(9)]. (5) V 
La meilleure constante q : q,,, est d’apres ce qui precede <(m + l)&,. 
Ces rbsultats ont ete demontres dans le cadre de la boule de Cm et se 
trouvent [I, p. 1851. 
IV. UTILISATION DE LA M~THODE DE CONTINUITY POUR RBSOUDRE 
L’kQUATION (2) 
Appelons 6’ l’ensemble des fonctions admissibles de C5+a avec 0 < a < 1. 
Un reel p > 0 &ant donne, considerons l’application’ 
6’xR3(q&+logM(q)+/3~cpdV+tq1-f~C~+~. 
f est contintiment differentiable t sa differentielle par rapport a 9 est 
oti AI, est le laplacien dans la metrique g& = g,,- + aA,-9. 
En (rpO, 0) cette differentielle 9 + -A;,w + p j 9 dV est inversible (elle 
admet un inverse dans 2P(C3’*, C5 fa)). D’apres le theoreme des fonctions 
implicites, il existe s > 0 tel que pour tout t E [0, s] l’iquation 
logM((o)+PjyldV+tq-f=O 
’ Cette normalisation de l’ir&grale a d&jjH ttt utiliste par P. Delano2 (J. Funct. Anal. 41 
(1981) 341-353). 
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a une solution @t E t9, car pour t = 0 cette equation admet une solution et une 
seule (d’apris la preuve de la conjecture de Calabi). 
De plus 6, est Cm d’apres un thloreme de rlgularite bien connu. Nous 
poserons 
Considerons maintenant pour t > E la famille d’tquations 
log M(qo) = -t(o + J (6) 
Pour t = E cette equation a une solution C” admissible: oE. 
Supposons E < 1 si non le probleme est resolu et utilisons la methode de 
continuite pour prouver que l’equation (6) pour t = 1 (c’est-a-dire l’equation 
(2)) a une solution C” admissible. 
Soit r l’application de 0 x IR detinie par 
r est continument differentiable t sa differentielle par rapport i (D est 
C5+“31y’D,r(y/)=-A:,~+tly. 
Montrons que DJ est inversible pour 0 < t < 1, zn particulier pour t = E. 
Calculons les composantes du tenseur de Ricci pour la metrique g; 
Kg:),,- = &, + 4,%1 
oi qr est une solution C” admissible de (6) s’il en existe 
Quand cela ne sera pas nlcessaire nous omettrons l’indice t pour simplifier 
l’ecriture. Nous avons 
Ainsi Ri,- - tgi,- est d&i positif. 11 s’en suit que la premiere valeur propre 
J; non nulle du laplacien Ah verilie n: > t (voir Aubin [ 3, p. 8 1 I), puisque 
t ( 1. D,T est done inversible et d’apres le theoreme des fonctions implicites, 
comme (6) admet une solution en t = E, (6) admet une solution pour 
t E [E, t[ avec E ( r < 1. Nous convenons que r est choisi le plus grand 
possible. 
Supposons que nous ayons montrl (ce sera l’objet du paragraphe V) que 
les solutions ot de l’equation (6) sont uniformement bornees pour 
150 THIERRY AUBIN 
t E le, 4 : II dlco < Cte., d’apres la proposition 7.21 de [ 1, p. 1511, 
0 < m -dry,, < Cte. et tomes les metriques gi correspondantes sont 
equivalentes. Puis d’apres la proposition 7.23 de [l, p. 1541 l’ensemble des 
fonctions v)~ t E [E, r[ est borne dans CZta pour chaque a E IO, 1 [. 11 existe 
done (p, E C* et une suite ti + r telles que qfi- o, dans C*. 11 s’en suit que cp, 
verifie (6) avec t = r. 
Si r < 1 on pourrait appliquer le theoreme des fonctions implicites en 
t = r, comme on l’a fait en t = E, et t ne serait pas le plus grand possible d’ou 
r = 1 et l’equation (6) a une solution C” admissible. 
V. ESTIMJ? UNIFORME DANS Co DES FONCTIONS qpl AVEC 0 < E < t < t < 1 
Comme 1 M((o,) dV = V le volume de la varitte, nous avons 
J I-4, tfl dV<logJe- htf dV = log 1 M&9,) dV = log v. 
ki, i = 0, 1, 2 ,..., sont des constantes independantes de t E [E, r[. Posons 
x(t) = jp, dV, y(t) = J(rp,)/m et z(t) = I(p,)/m. Differentions par rapport a t 
l’egalitt J” e - ‘mttf dV = V nous obtenons 
I [-q, - tcj,] M(q,) dV = 0 oli $4, = Jg 
c’est-a-dire 
z(t) - x(t) + t(y’ - x’) = 0 
car y’(t) = Juj, [ 1 - M(q,)] dV. Utilisons maintenant l’inegalite (4) 
(7) 
v= e-t”,+fdV< esuPf-txv-’ 
I 
\ 
I 
e-f(m,-xY-‘) &,I 
D’ou txV-’ - sup f < t log(C/V) + t@(q,,) et nous obtenons 
x<k,+mVrz. (8) 
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De meme nous avons 
x(k,+mVyy. (9) 
De (7) et (8) nous deduisons 
y’-x’=(x-z)lt(k,+r l- 
( Yikj* 
SimVr~l,commex~k,,y’-x’~k,etparconstquenty-x~k,.Cette 
inlgalite avec (9) donne 
~(1 -vmV)<k,+k,. 
Si qmV < 1 nous avons alors y(t) et en consequence z(t) et x(t) unifor- 
mement born& sur [E, t[. Cette inegalite est plus contraignante que la 
precedente t elle sera vlrifiee en particulier si 
<m(m + l)V< 1. 
Nous pourrons choisir r ainsi si &,,m(m + l)V < 1 c’est-a-dire si 
mm+1(m-1)!n-m(m+I)-2mV< 1. Or C):=JV/\mC1=JVl\mO= 
(m!/(27r)m)V. 
D’oti l’inegalite prtddente sera verifiee si 
127 < (m + 1)‘“(2m)-“. 
Comme x(t) Q k,, nous savons tout de suite que les fonctions o, sont unifor- 
mement majorees. En effet comme do,, < m 
q+ < V-‘k, + m I G(P, Q> WQ) (10) 
si nous avons choisi la fonction de Green du laplacien G(P, Q) > 0. D’ou 
pour obtenir l’estime Co, il suffh de montrer que les fonctions e?++’ sont 
uniformement bornees. 
Utilisant l’intgalite (18) [I, p. 1491 (ou [3, p. 911) avec h(o)=-eKZP” 
nous obtenons 
J [M((p) - l] e-*pm dV> ZJ e-*P”V”pV”o dV 
=q~~pq7”e-‘“dV. 
pm 
152 THIERRY AUBIN 
11 vient d’apres le theoreme de Sobolev et le fait que M(yl) = eprwt’ 
lle-P”Il~ml(m-l~ = Const. []]VeppWI]: + /]e-P’]]:] 
,< Const. 
L ” 
p \ e-(zp+lJm dV+ J epzprp dV 
1 
K &ant une constante. (11) 
Posons X, = seppcp dV et appliquons la methode de la p. 148 de [ 11. On 
demontre par recurrence, k et y &ant convenablement choisis, l’inegalite 
X, < kyPp-m. (12) 
On suppose l’inegalite vraie pour p < 2q + 1. L’inegalite (11) nous donne en 
posant a = m/(m - l), 
X;g < KqX,,,, < Kkqy24+1(2q + 1))” 
et on veut que cela soit inferieur ou egal B k1’“y24(2qa)-“‘” il faut done que 
Kk’-““y(2a)m’a < (2 + (l/q))mqm-‘-m’a. Ceci sera en particulier verilie si 
Kk”“y(2a)“-’ < 2” c’est-i-dire si ky”’ < (2/Ka”-I)“’ = K,. 
D’autre part il faut verifier que 2qa > 2q + 2. Ceci n’est vrai que si qm > 
(q t l)(m - l), c’est-a-dire si q > m - 1. Or comme Z(rp,) < Const., d’apres 
(4) l’ensemble des ]]e-(Dl]]p est borne pour tout t E [E, r[. Fixons q. > m, soit 
K, tel que ]/e-8t]]p < K, pour tout p E [q,,, 2q, t 11. 
11 ne nous reste plus qu’a choisir k et y (avec y > em) de telle sorte que 
q~K~0 < kyqO et ky” <K,. Ce qui est verilie en particulier si 
~~0~“’ > qrK:oK; ’ et k = K,y-“‘. 
Nous avons alors ]]e-” ]lp < yk”Pp-“‘P pour tout p > 1. Faisons tendre p 
vers l’infini, on trouve sup epQ < y, soit rp > -log y. L’estime Co est Ctablie. 
VI. EXAMEN DES PREMIERES DIMENSIONS 
Si m = 2, l’inegalite (4) admise entraine l’existence d’une metrique 
d’Einstein-Klhler si Jr, A’ C, < 5, car 344-2 = s > 5. Rappelons que pour 
p,(C), l A” C, = 9 et que p,(C) posdde une metrique d’Einstein-Kahler. 
Par contre les varietis obtenues en faisant &later un point (resp. deux 
points) de p,(C) sont a premiere classe de Chern positive, mais ne possedent 
pas de metrique d’Einstein-Klhler. Pour elle j A’ C, = 8 (resp. =7). Ainsi 
seul le cas I A2 C, = 6 reste douteux. 
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Si m = 1 l’equation (2) est 
1 + V”Vvy, = eCqtf. (13) 
Et le resultat dimontre ici est: cette equation a une solution si x = I C, < 2. 
Rappelons que now avons suppose C, > 0 et que nous avons pris o E C, . 
Pour m = 1 l’inegalite (4) a CtC demontree, voir Aubin [4, p. 1551. Si on 
trouve ici <i = +r (et non +r), c’est que 
j v”@urP dV= +, vi(pVia, dv, 
suivant qu’on considere la varilte complexe ou reelle. 
L’tquation ttudiee par Berger (voir [ 1, p. 119]), 
V’V,u + R = emu (14) 
peut etre &rite sous la forme (13). En effet il existe f telle que 
R=4qV-‘+V’V,$ Posons k=2qV-‘, f=T-log2k et u,=(u+S)/k, 
l’equation (14) devient 
1 + V”V”l$ = t?-k@. 
11 suffit de considerer, si besoin est, la variete homothetique de volume 
V = 27rx pour avoir k = 1. 
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